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Ve . _)
Démonstration. Supposons que c1171> + 02175 +...+ cku_k> =0.

En prenant le produit scalaire avec w

AR

0=1; - (crtig + ...+ cxid) = ci(@, - up) = eql|uj ||

— .
Comme u, # 0, on a ||UZ>||2 > 0, donc ¢; = 0 pour tout <. O

Corollaire 6.22

Si {QT{ , b yeen ,'sz) } est un ensemble orthogonal de vecteurs non nuls dans R™, alors c’est une
base de Vect (17{7172), ,Tk)
Définition 6.23 Base orthogonale et orthonormée
Si W est un sous-espace vectoriel de R™, de dimension k et B = (u_1> ey 77;3) une base de W.
On dit que cette base est :

— orthogonale si u; - 173 =0 pour i # j

— orthonormée si elle est orthogonale et ||u}|| = 1 pour tout i

Exemples. 1. La base canonique est une base orthonormée de R".

1 -1 0
2. B= 11,(171],10 est une base orthogonale de R3. Cependant, cette base n’est
0 0 1

1
pas orthonormée car || [1] || = v/2 # 1.
0

1 -1 0

1 1
1 11,10 est une base orthonormée de R3.

\@O,EO 1

Théoréme 6.24 Coordonnées dans une base orthogonale

Soit B = (w1, ... ,u,) une base orthogonale de R”.
Pour tout vecteur @ € R", les coordonnées de W dans la base B sont :
U == - TT)zT{Jrﬁ o w4+ O o
uj oy up-uj Uy iy,

Si la base est orthonormée, la formule se simplifie :

U= (7 u)ut + (& - w)us + - + (B - ) ury
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Démonstration. Puisque B est une base de R", tout vecteur W € R g'écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire des vecteurs de la base :

W= crut + calthy + - + oy,

Pour trouver le coefficient ¢;, calculons le produit scalaire de W avec Ul :
W u = (c1lf + calis + -+ Coli) - Uj

= cr(ul - ) + ea(u3 - w)) + -+ et - W)

Puisque la base est orthogonale, on a 17; =0 pour tout j # i. Tous les termes s’annulent

sauf celui correspondant a j =1 :
— — =
ﬁ U = ci(ui . ui)

D’ou
W -
C; =
Si la base est orthonormée, alors u; - u; = ||u;||2 = 1 pour tout i, donc la formule se simplifie
en :
C; = ﬁ . Ez
O
. _ 1] 11 )
Exemple. Soit la base orthogonale B = (uf,u3) = NE de R=.
Pour @ = E}, calculons ses coordonnées :
Woup=5-1+3-1=8
weul=12+12=2
Wow=5-1+3--1=2
s up =12+ (—1)2 =2
8 25 o 4
Donc @ = S + U2 = 4ui + u3. Donc [3]8 =11l
Projections orthogonales
Définition 6.25 Projection orthogonale sur un vecteur

Soit i un vecteur non nul de R™. La projection orthogonale d'un vecteur o sur W = Vect (7)

pProjy, v = proj= v = g—g—ﬁ

est :
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Remarques 6.6.0.26. 1. La projection proj= T est le vecteur de la droite engendrée par 7,

qui est le plus proche de .
2. Le vecteur 6§ = U — proj= T est orthogonal a U. Done U = proj4 U+ est la somme

d’un vecteur colinéaire o U et d’'un vecteur orthogonal a .

Exemples. Projetons v = Ej sur U = B} :

YU =3-1+4-2=11

WU =12+22=5
11
. 11 [1 5
pmmvngf 22
5
uy 4
- . 3 5 5 X
Vérifions queﬁ:ﬁfprOJﬁﬁz 4 " ool = 9 est orthogonalaﬁ:
5 5
4 2 4—4
W d==-14+—.2="+=0
5 + 5 5

Théoréme 6.27

Soit @ € R™ non nul, Iapplication projp : R"® — R" est linéaire.
— proj4 o
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Démonstration. La linéarité se montre en utilisant la linéarité du produit scalaire. O

Remarque 6.6.0.28. projo v = Ve - T=0a7cut done Ker(projz) = «+

Par ailleurs, proj— U est colinéaire d U pour tout ¥ done Im(proj=) = Vect ().

Enfin, on a

projy T = o 7 = = 7(7T7>7 . ﬁmww _ ﬁmwm

car WTW est un nombre réel.

Donc proj— ¥ = ﬁ(ﬁﬁT)ﬁ

Donc la matrice canoniquement associée a cette application linéaire est

1 1
Aprojﬂ = ﬁ?ﬁT = ﬁﬁﬁT
Exemples. Soit ¥ = B} dans R2.
Ona®d -u=12+22=5, donc
Loz
Apeoi = 577

B
2 i

1
~5
1
~5

Image : Les colonnes de la matrice sont colinéaires, donc

Ul N O =
(S NG )

Im(proj—) = Vect = Vect ().

2
5
4
5

Ul Do =

Par exemple, si 71 = E’} :

. 3+201] 5
projy v = M =z

3 {1} = B} = € Vect ()
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Meéme calcul avec la matrice :

Aprojﬁ 71 - {

alno o=

A

De plus, si T =\U = {2)\

} appartient déja a Vect (7)7 alors

iz - SB[ 4[] v

Donc la projection laisse donc invariants tous les vecteurs de Vect (7)
Noyau : Ker(proj-) = o *.

Un vecteur v = B} appartient a UL siet seulement si

7-7=I+2y20 &S =2y

Donc W+ = Vect ({712} )

Vérifions avec 72 = {712} eut:

o —-2+2]1 01 0
ProJa 2 =5 o) T5 2] T lo
Donc 75 € Ker(proj=).
Avec la matrice :
1 2], —25+2 0
5 5
Aprojﬂ72 = {2 4} {1 } = {4+4} = L)}
5 5 5
Plus généralement, pour tout W=t {_12} e Ut avecteR:

. —2042t [1] _ [0
ot ¥ = =5 o] = [

Décomposition orthogonale de R2.
Tout vecteur ¥ € R? se décompose de maniére unique en :

U = projo U + (U — projo V)
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ol projo v € Vect () et o — projo ¢ € U,

Par exemple, avec Ty = Ej :

e 12502 ] -

73 — projz 73 = E} - F‘i} = {1547} :%

Q}GVLGH2+%—D=Q

On vérifie que {_1

Ainsi :

Remarque importante 6.29

180

Attention & ne pas confondre T qui est un réel, et aduT qui est une matrice de taille

nxn!

Soit maintenant W C R™ un sous-espace vectoriel de dimension k& > 2. On aimerait écrire un
vecteur arbitraire ¥ € R™ comme la somme d’un vecteur @ € W et d’un vecteur W' € W+ :

T ="+

Géométriquement :

W
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Définition 6.30 Projection orthogonale sur un sous-espace

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k& > 0 et soit (ul, e ,LT;Z) une base
orthogonale de W.
La projection orthogonale de o sur W oest :

vl v - ud
Pfojwﬁ—ﬁu_{‘f‘ +1?juk17k>
ko Uk

Exemples. Considérons R? et le sous-espace

1 -1
WzVect(ﬁl,ﬁg) ou 712 1 3 722 1
0 0

On vérifie que
Uy -Uo=1-(-1)+1-140-0=—14+14+0=0,

donc (U1, W) est une base orthogonale de W.
Prenons

2
v =3
4

Nous allons calculer projy, o avec la définition 6.30.
On commence par les produits scalaires :

Uy U =12412402=2, Uy -Us=(-1)2+12+0>=2,

VU1 =2-143-144-0=5, T -Uy=2-(-1)+3-1+4-0=1.

Donc

PTOJW7 = 771 71 71

Vo 72

2

1 —
1
1+§
0
-5 -1
: i
= 2]+ 2
LO 0

I
r 1
S W N
| S|
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Remarquons que le vecteur

0
Y — projyy ¥ = |0
4
est orthogonal a W.
Remarque 6.6.0.31. Si (17{, . ,17;2) est orthonormée, alors

projiy ¥ = (U - u})ut + ... + (U - uf)ui.

Théoréeme 6.32 Théoreme de la projection orthogonale

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k£ > 0. Tout vecteur T € R” s%écrit de
maniere unique sous la forme :

T=wW+W oudwdeWewWeWt

De plus, W = Projyy .

Démonstration. Soit (u_>1 Y ,17;2) est une base orthogonale de W.
Par définition de la projection, le vecteur W= projy, 4 appartient a W car il s’écrit comme

combinaison linéaire des vecteurs uf, ..., uj.
Avoir: W=7 —-uw e Wt.
Montrons que @’ - 173 =0pour j€{l,...,k}.

On a:
W = (T - W)
T
72 (2 D@+ 2 Bg.. 4 20y .2
%
— 7'% = veu
= uj — == (uj - uj) — =— (Ui - uj)
Uj - Uj #,ul-uzw_/
J =0
w7
=0

Il nous reste & montrer que I'écriture est unique. Supposons qu’on a deux décompositions :

V=W, + 0 =W+ W, avec Wy, Wy € W et W), whe W

Cela implique que Wy — Wy = W) — W)
Ainsi, le vecteur @ = Wy — W1 = E?’l — 5?/2 cwWnwt
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Donc U = 6>

Or, on a les équivalences

O

Corollaire 6.33 Im(projy, ) = W
Si W est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k > 0, alors :

Im(projy,) = W.

Démonstration. — W C Im(projy, ) . .
Pour tout @ € W, on a projy, @ = @ (car @ = @ + 0 avec 0 € W), donc

W € Tm(projy, ).
— Im(projy,) C W
Réciproquement, projy, Tew pour tout = R™, donc Im(projy,) C W.
O

Whyt=w

Corollaire 6.34
Si W est un sous-espace vectoriel de R™, alors :

(WH)=w.

Démonstration. Nous avons déja montré W C (W)L
Il reste & montrer (W+)+ c W.
Soit donc ¥ € (W)L c R".
Le théoreme de la projection orthogonale nous donne :

T ="W+W, avec®WeWetw eW.
Comme W € Wt et ¥ e (W)L, nous avons
VW =0.

Mais
0=7 -0 =W+ &' =0 - &'+ "
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Or W W =0car & € Wet &6 € W, donc
W W = 0.
Donc @' = ﬁ, et donc

T =ueW.

On a donc (W1)+ C W, et finalement

(Whyt=w.

Remarques 6.6.0.35.

184

O

1. L’unicité de la décomposition U =W+ W' montre que la projection

Projy, T ne dépend que du sous-espace vectoriel W et non pas de la base (orthogonale) de

W choisie.
2. Si v e W, alors Projy, v ="1.

Ceci nous donne un critére pratique pour caractériser l’appartenance d’un vecteur a un

sous-espace vectoriel.

Théoréme 6.36

Soit W un sous-espace de R™ et 7 e R".

Alors | — projiy V|| < || ¥ — || pour tout @ € W avec W # projy .

Autrement dit, projy, T est la meilleure approximation de o par un élément de W.

s
e
/’ ,I

\,u'

W w5

Démonstration. On fixe ¥ € R™ et on note pProjw T sa projection sur W.

D’apres le théoreme de la projection orthogonale, on a

U =projy ¥ + W', avec projy, ¥ € Wet W e W,

Théoréme de la meilleure approximation
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En particulier,

U —projyy ¥ = w0 € W,

Pour tout W € W, on a aussi
Projy, T - € W,

puisque différence de deux vecteurs de W.
Ainsi, pour tout W € W,

U — W = (U — projy, U) + (projyy v — W),

on v — pProjy T e Wt et Projy, U — W € W sont orthogonaux.
Par le théoreme de Pythagore, on obtient donc

17— W@|* = |7 — projw 7 |I* + || projy ¥ — @|*.

Si W # projy 7, alors Projy, v - #+ ﬁ, donc

I projy ¥ —@|* > 0,

et par conséquent

17 = (> > || ¥ — projy 7.
En prenant la racine des deux cotés, on obtient pour tout W e W avec W # Projw v

17 =) > |7 — proju V|-

Cela montre que projy, U est le vecteur de W le plus proche de . O

Cela motive la définition suivante.

Définition 6.37 Distance d’un vecteur a un sous-espace

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k > 0. Soit ¥ € R™ un vecteur quelconque.
On définit la distance entre ¥ et W, notée dist(7, W), par

dist(?", W) = || ¥ — projy V||

Exemple. Considérons R? et le sous-espace

1 0
W:Vect(?l,?g) ou ?1: 0 ,?2: 1
0 0
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C’est le plan (x,y), et (?1, ?2) est une base orthonormée de W.
Prenons

1
T =12
3

1. Projection de o sur W.
Comme W est engendré par une base orthonormée, on a

projy, 7 = (7 . ?1)?1 + (7 . ?2)?2.

Or
v =1, Ty =2,
d’ou
1 0 1
prOJW7—1 0] +2 (1] =12
0 0 0
On a donc la décomposition orthogonale
1 0
v =12|+ |0
0 3
eEwW  ewl

2. Distance de o/ a W.
Par définition,

1 1 0
dist(7, W) = H? — projw 7” = [2] - {2] = [O} =3.
3 0 3

3. Comparaison avec d’autres vecteurs de W.
Prenons par exemple deux vecteurs de W différents de projy, g

0 2
W= (0], Wy = |0
0 0
Alors ~ ~
1 0 1
17— = 2] = o||| = |2||| = V12 +22+32 = V14> 3,
3] o 3
et _ _
1 2 ~1
17 —@al = ||[2] = |0l =|| 2 |||=/(-1)2+22+32 =14 > 3.
3 0 3

186
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Donc parmi ces vecteurs de W, c’est bien

1
projy, v =2
0
qui est le plus proche de .
Exemple. Considérons R? et le sous-espace
1 1
W = Vect (71,72) ou 71 =11 5 72 =|-1
1 0

On vérifie que
Uy - Uy=1-14+1-(-1)+1-0=0,

donc (@1, W3) est une base orthogonale de W (non orthonormée).
Prenons maintenant

0
7= |0
1

Projection de o sur W.
Comme la base de W est orthogonale, la définition 6.30 donne

DARTA DERTS

pI‘OjW7= 71.71 71+ - 272.

On calcule les produits scalaires :

Uy U1 =12 +12+1% =3, Uy Uy =12+ (=12 + 02 =2,
VU1 =0-140-141-1=1, ¥ -Uy=0-140-(=1)+1-0=0.

D’ou

1
1 1
projW7:771—|—0~72:7 1| =
3 3 1

Wl Wl Wl

Distance de v/ a W.
La définition de la distance donne

0
dist(?/, W) = H7 — projy 7” =||0f —
1

WHwW|—wW|—
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On a

3

dist(7, W) = \/g

|7 = projuw 7|2 = (_;)Z (_1>2 . (2)2 N .

donc

Théoréme 6.38

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k£ > 0. L’application
projy : R® — R" est linéaire.
l—>pr0jW7

Démonstration. De méme que pour la projection sur une droite, la linéarité se montre en utilisant
la linéarité du produit scalaire. O

Théoréme 6.39 Ker(projy,) = W+

Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k > 0. On a Ker(projy,) = W+

Démonstration. On a les équivalences suivantes,

%
, — v v —
Uy - u1 U - U
— - 17; = 0 pour tout j € {1,...,k} car les u; constituent une base de W
= Tewt
Donc Ker(projy,) = W+. O

Comme d’autre part, Im(projy,) = W d’apres le corollaire 6.33, le théoréme du rang nous
donne donc que pour tout sous-espace vectoriel W de R™,

dim(W+) = n — dim(W).

. . g
C’est aussi vrai pour W = {0 }.
Par construction,
— si ¥ € W, alors Projy, 7 = . Ainsi 7 est un vecteur propre de projy, de valeur propre

associée A = 1; o
= W+, alors projy, ¥ = (. Ainsi ¥ est un vecteur propre de projy, de valeur

propre associée \ = 0.
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- -
Soit ( bi,..., b k) une base de W (pas forcément orthogonale) et soit {71, ey 7n,k} une

base de W+ (pas forcément orthogonale). L’ensemble
— —
B= (bh..., bk,ﬁl,...,m,k)

est une base de R" et la matrice de projy, par rapport a la base B est diagonale :

1 -
k fois
1
B _
APTOJW - 0
n — k fois
L u
Théoréme 6.40 Matrice canoniquement associée a projyy,
Soit W un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k& > 0 et (71, ceey 7k) une base ortho-

normée de W. On note

U= [71 Wy e 7;@}_
Alors, la matrice canoniquement associée & projy, est UUT.

Avant de démontrer ce théoréeme, nous allons énoncer et démontrer un théoreme utile :

Théoréme 6.41

Soit U = [71 Uy - Wn € My, n(R) Les n colonnes de U sont orthonormées si et

seulement si

Uty =1,.

Démonstration. (=)
Par définition du produit matriciel, 'élément de la i-eme ligne et j-eme colonne de UTU est

(UTU)ij = Vfﬁj = 71 . 7]'.
Comme les colonnes de U sont orthonormées. Alors

L 0 sii#j,

Donc UTU = I,.
(<)
Réciproquement, supposons que UTU = I,,. Alors, pour tous 1, j,

Wiy = (UT0)y = (In)y; = {(1) Zi z ;j
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Donc U - 7]- =0sii#jet iU =1 pour tout ¢, ce qui signifie que les colonnes de U sont
orthonormées. O

Démonstration. du théoreme 6.40
Comme (U1,..., U}) est une base de W et

vt T W
nous avons W = Im(U), car Im(U) désigne le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de

U.
Par conséquent (propriété 6.16),

W = (Im(U))* = Ker(UT).
Le théoreme 6.32 de la projection orthogonale nous dit que tout vecteur T e R™ gécrit de

maniere unique
U =projy U + W', ol projy v € Wet W e Wt

Comme projy, € W = Im(U), on a

projyy T =U7 pour un certain 7 e RF.

Comme W' € W+ = Ker(UT), on a

UTw = 0.
Ainsi,
UTT = UT (projyy @ + @) = UT projy, @ + UT®' = UTUZ + 0,
d’out
vtv =utu7.
Comme les k colonnes de U forment un ensemble orthonormé, on a
Ut = I,
ce qui donne
DT [V
27| |
On en déduit
projy v =U7
= (771)71++(77k)7k
=U(U")
= (UUN 7.



6.6. MATRICES ORTHOGONALES 191

Remarque importante 6.42
Attention & ne pas confondre UUT et UTU !

Matrices orthogonales

Théoréme 6.43

Soit U € M, (R) une matrice de taille m x n dont les colonnes sont orthonormées. Si
7, W e R", alors :

LU || =7,
2. (UY) - UW) =7,
3. UY)-(UW)=0 «— -0 =0.

Dans ce cas, ’application linéaire 7': R™ — R™ conserve les longueurs et I'orthogona-

T — U

lité et elle est injective.

Démonstration. Comme les colonnes de U sont orthonormées, on sait que

Uty =1,.

1. Pour la norme, on calcule
lo?|?=U¥) U7)=U7)UT)
=TTV =V 7 =7 = | 7|>
En prenant la racine, on obtient [|U| = || 7]
On a donc que T est injective, puisque U7 = T e U7 =0e|V]|=0e 7= 7.

2. Pour le produit scalaire,

U¥)- (W) = UT)"(UW)
=7TUTUWw
=7T,W
=T =74,

3. Le point 2 donne directement

Uv) - (Ud) =7,

d’ou

UY) UW)=0 < -« =0.
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Exemple. Soit

Les colonnes

sont orthonormées.

Prenons o = E)} et W = {_13} dans R?
On calcule d’abord :
B (%
_ M 3} _ | %
Uv = 7% 0] {1 =%
0 1 1
50 [
2 1 2
_ | L — | L
0 1 -3

Conservation de la norme.

17 = /32 + 12 = V10

IIU7=\/<5§)2+(j§>2+12:\/2+3+1=\/ﬁ

Done [UT ] = || Tl

De méme :

1] = /12 + (=3)° = V10
B = \/(\2)2+ (\2)2+(—3)2: Vy+g+9=vi0

Done U] = || .

Conservation du produit scalaire.

V- W=3-1+1-(-3)=3-3=0

UD) - (UB) = - -

192
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Donc (UW) - (UW) =7 - .

L’application linéaire T : R2 — R3 définie par T(7) = U conserve donc les longueurs et

Iorthogonalité. Les colonnes de U sont indépendantes, donc T est injective.

Définition 6.44 Matrice orthogonale
On dit qu'une matrice carrée A € M,,(R) est orthogonale si A est inversible et A=! = AT

Remarque 6.6.0.45. Comme par définition, nous avons AAT = 1,,, les colonnes de A sont
orthonormées, d’apres le théoreme 6.41, et forment donc une base orthonormale de R™.
C’est aussi le cas des lignes de A, puisque ATA =1,

Exemples. 1. Matrice identité. Pour tout n > 1, la matrice identité I,, est orthogonale car
17T, = L,.
2. Matrice de rotation dans R2. Pour tout angle # € R, la matrice
cosf —sin 9}
Ro = LinQ cos

est orthogonale. En effet :

RIRy = —

{cos@ sin@} {cos@ —sin@} B {1 O} g
—sinf cos@] [sinf  cos6 0 1] "2

Par exemple, pour 6 =

INE]

_ 1
/|
V2

S-S

RTr/4 = |:

S:{é PJ

représente une réflexion par rapport & l’axe des z et est orthogonale car STS = §2 = I,.

3. Matrice de réflexion. La matrice

Plus généralement, pour a,b € R avec a? 4+ b% = 1, la matrice de réflexion par rapport a la

droite engendrée par {Z} est :
a? — b2 2ab
H = { 2ab  b? —a?
qui est orthogonale.
4. Matrice de permutation. La matrice
01 0
P=10 0 1
100

qui permute circulairement les coordonnées est orthogonale car PT P = I5.
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5. Matrices de Householder. Pour tout vecteur unitaire @ € R” (avec || || = 1), la matrice
H=1,-2uu"
1
est orthogonale. Par exemple, pour @ = |0| dans R3 :
0
1 00 1 1 0 0
H=10 1 0f—-2|0f[t 0 0J]=]0 1 0
0 01 0 0 01

1 0 O
D=0 -1 O
0 0 1

est orthogonale car DT D = D? = 15.

7. Produit de matrices orthogonales. Si A et B sont des matrices orthogonales de méme
taille, alors AB est aussi orthogonale car :

(AB)T(AB) = BTATAB = B"I,B = BB =1,

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Le procédé de Gram-Schmidt permet de transformer une base quelconque en une base or-
thogonale (ou orthonormée).

Soit {v_f, 3., ﬂ} un ensemble linéairement indépendant dans R™.
On construit une base orthogonale {u_{, 17%, - 7u_;Z} de Vect (ﬁ, @, e U_k)) comme suit :
ui =i
— L
U2 = Vg — pronT{ V2
— L L
u3 = V3 — Projg; V3 — Projg; v3
k—1
up =7, — Yy projg vi
1=1
%

Pour obtenir une base orthonormée, on normalise : @) = Tk
Us
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Remarques 6.6.0.47. Pourquoi le procédé fonctionne-t-il ? A chaque étape j, le vecteur 7j est
construit en retirant de 7j toutes ses composantes dans les directions 71,...,7j_1.

Ce qui reste est donc orthogonal a tous les vecteurs précédents. De plus, comme 7j ¢
Vect (71, cee 7]-_1) (par indépendance linéaire), le vecteur 7j est nécessairement non
nul.

Espace engendré Pour tout j € {1,...,k}, on a :

Vect (71, ey 7J) = Vect (717 ey 7])
En particulier, Vect (U1, ..., W) = Vect (TV1,..., 1)

1 0 1
Exemple. Orthogonalisons la base 1(,]1(,10 de R3.
0 1 1
1
Etapel:tTl):v_f: 1
0
Etape 2:
— = 1 1/2
. 1
prOJﬁ@:;jvz ullT{:f 1| = (1/2
up - Uy 2 0 0
[0 1/2 -1/2
=05 —projz v = 1] — [1/2] = | 1/2
|1 0 1
Etape 3:
N 1 1/2
. 1
proju—fﬁzggu_i:f 1l =11/2
Uy - U1 2 0 0
-1/2 -1/2
. — V3 - U2 — 1/2 1
= =——11/2 (== 1/2
Pojm v = S = | 2 T3 | Y
1 121 [—1/2] 2/3
w = 0] — |1/2 -3 1/2 | =|-2/3
1 0 1 2/3
1 —1/2] [2/3]
On obtient la base orthogonale 1, 1/2|,]-2/3
0 1 | 2/3

Normalisation : Pour obtenir une base orthonormée, calculons les normes et normalisons :

1]l = V12412402 = V2
RN ORTORTER e
ERCORHRORS -
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La base orthonormeée est donc :

1 1 /6 -1 V3 1
A=

1 1 1
Exemple. Orthogonalisons I’ensemble (1) , (1) , 8 de R? par le procédé de Gram—Schmidt.
0 0 1
On note
1 1 1
1 0 0
71 - O ’ 72 - 1 ’ 73 - 0
0 0 1
Etape 1:
1
Ti=T1 = |
0
0
Etape 2:
Vo Uy
roj—. Vo = .
pro)7, V2 ﬁ 1
On calcule
Vo U1 =1-140-141-040-0=1, Wy - U1 =1>+1>=2,
d’ou
1 1/2
. 1|1 1/2
proja, T2 =5 | é
0 0
On pose alors
1 1/2 1/2
. 0 1/2 -1/2
72:72*@”%7172: il lol~™ 1
0 0 0

On vérifie que 72 . 71 =0.
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Etape 3:
Vs
rojo Vs = .
Projzz, vs ﬁ 1
Comme
U3 - U1 =1-140-140-0+1-0=1
on obtient
1 1/2
. 11 1/2
IH0J717?3"§ of |0
0 0
Pour la projection sur Uy
V3 U
V= =——>1
projz, Vs T, L2
On calcule ) L
T 72_1-§+0-(5)+0 141.0=-=,
142 142 3
s 72—(J +(-J 1240 = l=1,
2 2 2
donc
V- 12 1
Uy Uy 3/2 3
et
1/2 1/6
1 1|-1/2 ~1/6
profz, Vs =32 =g | 13
0 0

On pose enfin

73 = 73 — projz, 73 — proj=, 73

M 1/2 1/6
o 1/2 ~1/6
o o] |1/3
1 0 0
1-3-4] T[4
o |
Tlo-o-g| T
[1-0-0 1

On vérifie que

71'?320 et 72'73207

197



6.8. FACTORISATION QR 198

donc les vecteurs 71, 72, U 5 sont deux & deux orthogonaux.

On a ainsi obtenu une base orthogonale de Vect (717 U, 73) :

1 1/2 1/3

s (L] |2l |-

ortho — ol 1 ) _1/3
0 0 1

Si ’on souhaite une base orthonormeée, il suffit de normaliser chacun des vecteurs 71, 72, 73.

Factorisation QR

_>
La factorisation QR est trés utile dans la résolution numérique de systémes AZ = b, ou A

est une matrice de taille m x n avec m et n tres grands. Elle peut aussi fournir un moyen rapide
de calculer des valeurs propres d’une matrice.

Définition 6.48 Factorisation QR

Soit A une matrice m x n dont les colonnes sont linéairement indépendantes.
La factorisation QR de A est : A= QR
ou :
— @ est une matrice m x n dont les colonnes forment une base orthonormée de Im(A)
— R est une matrice n x n triangulaire supérieure inversible avec des éléments diagonaux
strictement positifs

Théoréeme 6.49 Théoréme de factorisation QR
Toute matrice A de taille m x n avec rang(A) = n admet une factorisation QR unique.

Démonstration. On suppose que A € M,,, ,(R) vérifie rang(A) = n. Les n colonnes de A sont
alors linéairement indépendantes et forment une base (71, cee 7n) de Im(A), le sous-espace
vectoriel engendré par les colonnes de A.

En appliquant le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt a cette base, on obtient une
base orthogonale (71,..., @,) de Im(A).

En normalisant chaque vecteur,

7 e B
71‘”71”’ 72‘”72”’ ?"‘n?nn’

on obtient une base orthonormale (¢1, ..., ¢ ) de Im(A).
On pose alors
o[t T2 T
Par construction, les colonnes de @@ sont orthonormées, donc

QTQ = In-

D’autre part, le procédé de Gram—Schmidt montre que chaque colonne E)j de A s’écrit
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comme combinaison linéaire de ?1, ceey 7j seulement. On peut donc écrire

=111+ Q2+ +7550;

pour certains coefficients r;;. En rassemblant ces coefficients dans une matrice R € M, (R), on
obtient une matrice triangulaire supérieure (car r;; = 0 pour ¢ > j), et

A=QR.

En multipliant cette égalité & gauche par Q7, on a

QTA=Q"(QR) = (Q"Q)R=1,R=R.

On en déduit bien
R=QTA.

De plus, pour chaque j, on a
—
rij=d;-d;=|d;] >0,

Unicité de la factorisation.

Supposons A = Q1R; = Q2R deux factorisations QR. Alors Q;—QlRl = Ry. En posant
S = Q2TQ1 matrice orthogonale n x n, on a Ry, = SRy, donc S = RgRl_l. Or R; et Ro
sont triangulaires supérieures, donc S aussi (produit de triangulaires supérieures). Une matrice
orthogonale triangulaire supérieure est forcément diagonale avec des entrées diagonales égales a
+1. La positivité des diagonales de R, Rs impose alors S =1,,, donc Q1 = Q2 et Ry = Ry. [

Remarques 6.6.0.50. La condition rang(A) = n est équivalente a dire que les colonnes de A sont
linéairement indépendantes, ce qui garantit que tous les vecteurs 7j obtenus par Gram-Schmidt

sont non nuls, et donc que R est inversible avec des coefficients diagonaux strictement positifs.

1. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux colonnes de A pour obtenir une base ortho-
normée (q_f, e q_n>)

2. FormerQ:[q_f (ﬁ}

3. Calculer R = QT A (matrice triangulaire supérieure)

Exemple. Soit A = . Trouvons sa factorisation QR.

O~
=)

1 0
Les colonnes de A sont aj = |1| et @ = |1|. Elles ne sont pas colinéaires, donc rang(A) = 2.
0 1
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Par Gram-Schmidt :

1
ut =ai = |1
0
oL S :
@l =~ V2 |
0 1 1 [—1/2
i =ay—(azqi)gi = |1 — 5 [1] = | 1/2
1 0 1
@ L [1/2 ~1/1/6]
B === 12 | = | 1/V6
1/vV2 —1/V6
Donc : Q = 1/\/5 1/\/6
0 2/v/6
p_oTa_ |V2 V2
Et.R_QA_{O 372
Exemple. Soit
1 1 0
1 0 1
A=1(0 1 -1
0 0 2
01 0
On cherche une factorisation A = QR.
Les colonnes de A sont
1 1 0
1 0 1
1= 10|, do= 1|, d3=]-1
0 0 2
0 1 0

Etape 1 : procédé de Gram—Schmidt.
Premier vecteur.

71:?1:

OO O ==

) Hﬁl”:\/12+12:\/§7 71:?

200

S o O =
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Deuzieme vecteur. N
a9 - 7

. 1
prOJ71 E)Q = ﬁ 71.

On calcule
Ay U1 =1-140-141-040-0+1-0=1, oy ;=2

d’ou
1 1/2
1 1 1/2
pProjz, Ay = 3 0]=10
0 0
0 0
On définit
1 1/2 1/2
0 1/2 -1/2
72 = E)Q — pl"Ojﬂ1 72 = |1| — 0 = 1
0 0 0
1 0 1

Sa norme vérifie

1\2 1\2 5 \/3 V10
2 _ (= - 2 2 2:7 _ c_ Yy
1ol = (5) +(=5) +12+02+12 =2, Wl = /5 = Yo,
et donc
1/2 1
R 7, 5, |-1/2 Lt
22— V10 0 V10 |
1 2

Troisieme vecteur.
73 = 73 — projz, 73 — projz, 73.

On calcule d’abord
10j— d3 = 73 : 71 o
projz, as ﬁ 1-

Comme
A3 U1 =0-1+1-14(=1)-0+2-0+0-0=1,
on obtient

1 1/2
1 1 1/2
projﬁ173:§ 0] =10
0 0
0 0
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Puis
proj a 273'727
On a 1 1
a3 72: 5 1 (_5)‘5‘(_1)1"‘20_’_01:_77
5 ds- s 3
72-72—5 = m—_gv
et donc
1/2 —3/10
—1/2 3/10
projz, ds=—=] 1 | =]|-3/5
0 0
1 —3/5
Ainsi
[0 1/2 -3/10
1 1/2 3/10
Us=|-1|—-|0|—]|-3/5
2 0 0
| 0 0 —3/5
r—1/5
1/5
= [-2/5
2
L 3/5

Sa norme vérifie

= () + () + () 2 () = 5 1 =y/F =

Donc
-1/5 -1
2 Ts 5 | 15 1|t
- = |-2/5| = — | -2
TSl ViTs 2/ V115 | g
3/5 3
On a ainsi construit une base orthonormée
(71772773)

de Im(A).
Etape 2 : matrice Q.
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rl 1 1 7
QZO\/T»O—F
Y Um Vi

Etape 3 : matrice R = QT A.
Les coefficients de R sont r;; = ¢ - @ ;. On obtient

1 1
- —
V25
ao |, YO 5
2 V10
V11
0 0 T5

On vérifie que A = QR et que @ a des colonnes orthonormées et R est triangulaire supérieure :
c’est une factorisation QR de A.

La méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés permet de trouver la « meilleure » solution approximative
d’un systeme d’équations linéaires qui n’a pas de solution exacte.

Motivation
Considérons trois points du plan :

(1,0),(2,1),(3,3)

On constate qu’ils ne sont pas alignés!
Question :
Quelle est I’équation de la droite du plan la plus « proche » de ces points ?

Y




